
Branching rules for level-zero extremal weight modules from
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概要
表現の分岐則とは，ある代数系の表現をその部分代数系に制限したとき，どのように振る舞う
かを記述する規則である．本稿では，量子アフィン展開環 Uq(ŝln+1) のレベル・ゼロ extremal

ウェイト加群を Uq(ŝln) に制限したときの分岐則にまつわる筆者の結果を紹介する．

1 導入
gを対称化可能な Kac-Moody 代数，Uq(g)を 神保 [5] と Drinfeld [2] によって導入された gに

付随する量子展開環とする．量子展開環やその表現論は理論物理における可解格子模型の研究の中で
自然に表れ，特に R行列との関連から数学・物理の両面に重要な応用を与えていることが知られて
いる．また，量子展開環のあるクラスの加群は q → 0という極限において結晶基底と呼ばれる基底
を持ち，組み合わせ論的なデータを抽出することができることも量子展開環の表現論の大きな特徴で
ある．
柏原 [7] は，任意のウェイト λに対して，extremal ウェイト加群と呼ばれる Uq(g)-加群 V (λ)を

導入した．これは可積分最高ウェイト加群の一般化になっており，結晶基底 B(λ) を持つ．以下，こ
こでは量子アフィン展開環，すなわち g がアフィン型の Kac-Moody 代数の場合を主に考える．ア
フィン・リー代数 g のウェイト λ に対し，canonical central element c との ペアリング の値を λ

のレベルという．λのレベルが正 (resp. 負) の場合には，V (λ)は最高ウェイト加群 (resp. 最低ウェ
イト加群) と同型になり，本稿で扱うのは λ のレベルが 0 の場合である．柏原 [9, Section 13] は，
B(λ)の構造に関してある予想を提示し，これは最終的に Beck-中島 [1] によって解決された．また，
石井-内藤-佐垣 [4] は gが untwisted な場合に半無限 Lakshmibai-Seshadri パス模型 と呼ばれ
る B(λ)の組み合わせ論的な実現を与えた．これらの結果によって gがアフィン型の場合において，
レベル・ゼロ extremal ウェイト加群の結晶基底 B(λ)の構造について大きく理解が進んだと言える
だろう．
さて，今回のテーマである分岐則とは，ある代数系の表現をその部分代数系に制限したときにど
のように振る舞うかを記述する規則である．古典的な例としては一般線形群 GLn+1(C) の既約有
理表現を GLn(C) に制限したときの分岐則などが挙げられる．また，量子展開環の間の埋め込み
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Uq(g) ↪→ Uq(g
′)が，Dynkin 図形の埋め込みから生じる埋め込みであるとき，Uq(g

′)の可積分最高
ウェイト加群 V (λ) を Uq(g) に制限しときの分岐則は，V (λ) の結晶基底 B(λ) を自然に Uq(g) の
加群としての結晶基底とみなしたときの最高ウェイト元をカウントすることで得られる [8, Section

4.6]．
本稿では，Ψ±1 : Uq(ŝln) ↪→ Uq(ŝln+1) という埋め込みによって Uq(ŝln+1) のレベル・ゼロ

extremal ウェイト加群を Uq(ŝln)に制限したときの分岐則に関して筆者が得た結果を紹介する．こ
のような埋め込みがあることは量子展開環の定義関係式を見ただけでは全く明らかではないが，ア
フィン・リー代数の対応する単純リー代数のループ代数の中心拡大としての表示を思い出すと自
然な埋め込み ŝln ↪→ ŝln+1 があることはわかる．量子アフィン展開環にも Drinfeld 実現と呼ば
れる，アフィン・リー代数におけるループ代数の中心拡大としての表示に対応する表示があり [3]，
これを手掛かりに Ψ±1 : Uq(ŝln) ↪→ Uq(ŝln+1) という埋め込みも構成することができる．この埋
め込み Ψ±1 : Uq(ŝln) ↪→ Uq(ŝln+1) を通じて Uq(ŝln) の Chevalley 生成元 E0, F0 は Uq(ŝln+1) の
Chevalley生成元に対応していないため，上で述べた Dynkin 図形の埋め込みから誘導される埋め込
みとは状況が違うことに留意されたい．このため，Uq(ŝln+1)の加群の結晶基底が自然に Uq(ŝln)の
加群としての結晶基底を誘導せず，この状況では結晶基底の構造のみに着目して分岐則を得ることは
期待できないと思われる．したがって，このような方向性の分岐則を調べることで，結晶基底の構造
から直接導くことができない，新たなレベル・ゼロ extremal ウェイト加群の性質が明らかになるこ
とが期待される．

2 準備
2.1 アフィン・ルート・データ
量子アフィン展開環の定義に必要な，アフィン・ルート・データを設定する．なおアフィン・リー
代数に関する設定については [6] に準拠しており，また untwistedな場合に限定することとする．
A = (aij)i,j∈I (I = {0, . . . , n}) を，(untwisted) アフィン型一般化カルタン行列とする．ただし，
単純ルートの番号付けは [6, Section 4.8] に与えられているものと同じであるとする．A に付随する
(Q 上の) アフィン・リー代数を g とし，そのカルタン部分代数を h とする．{αi | i ∈ I} ⊂ h∗ を単
純ルートの集合，{α∨

i | i ∈ I} ⊂ h を単純コルートの集合とする．
d ∈ h を，〈d, αj〉 = δ0j (j ∈ I) を満たすように固定する．また，c = ∑

i∈I a
∨
i α

∨
i を canonical

central element，δ =∑i∈I aiαi を虚ルートの生成元とする．ここで，a∨i (i ∈ I) は dual Kac label

[6, Section 6.1]，ai (i ∈ I) は Kac label [6, Section 4.8] である．
j ∈ I に対し，基本ウェイト Λj ∈ h∗ を，〈hi,Λj〉 = δij (i ∈ I), 〈d,Λj〉 = 0を満たすように定め
る．ウェイト格子 P を P =

(⊕
i∈I ZΛi

)
⊕Zδ と定め，コウェイト格子 P ∗ を P ∗ = HomZ(P,Z) =(⊕

i∈I Zα∨
i

)
⊕ Zdにより定める．

g 上の不変対称双線型形式 (·, ·) は，任意の λ ∈ h∗ に対して 〈c, λ〉 = (δ, λ) を満たすように正規化
されているものと仮定する．このとき，(αi, αj) = a∨i a

−1
i aij (i, j ∈ I) である．W = 〈si | i ∈ I〉 ⊂

GL(h∗) を gの Weyl 群とする．ここで，si(λ) = λ − 〈α∨
i , λ〉αi (λ ∈ h∗) は αi に対応する単純鏡

映である．



I0 = I \ {0}とおく．W0 = 〈si | i ∈ I0〉, Q∨
0 =

⊕
i∈I0

Zα∨
i とおく．ξ ∈ Q∨

0 に対し，tξ ∈W を

tξ(λ) = λ+ 〈c, λ〉ν(ξ)−
(
〈ξ, λ〉+ 1

2
(ξ, ξ)〈c, λ〉

)
δ

によって定める．ここで，ν : h → h∗ は

〈h1, ν(h2)〉 = (h1, h2) (h1, h2 ∈ h)

によって定義される写像である．

2.2 量子アフィン展開環とレベル・ゼロ extremal ウェイト加群
D > 0 を 任意の i ∈ I に対して (αi,αi)

2 ∈ D−1Z を満たす最小の正整数とする．q を不定元とし、
qs = q

1
D とおく．また，qi = q

(αi,αi)

2 と定義する．整数 m ≥ 0 に対して，[m]qi =
qmi −q−m

i

qi−q−1
i

と定義
する．さらに，整数m ≥ 0に対し， [m]qi ! = [m]qi [m− 1]qi · · · [1]qi とおく．
量子アフィン展開環 Uq(g) を，Q(qs) 上 Ei, Fi, q

h (i ∈ I, h ∈ D−1P ∗)で生成され，以下の関係
式で定義される，1 を持つ結合代数とする:

q0 = 1, qh+h′
= qhqh

′
(h, h′ ∈ D−1P ∗),

qhEiq
−h = q⟨h,αi⟩Ei, qhFiq

−h = q−⟨h,αi⟩Fi (i ∈ I, h ∈ D−1P ∗),

EiFj − FjEi = δij
ti − t−1

i

qi − q−1
i

(i, j ∈ I),

1−aij∑
s=0

(−1)sE
(s)
i EjE

(1−aij−s)
i = 0,

1−aij∑
s=0

(−1)sF
(s)
i FjF

(1−aij−s)
i = 0 (i, j ∈ I, i 6= j),

ここで，ti = q
(αi,αi)

2 α∨
i , E

(m)
i =

Em
i

[m]qi !
, F

(m)
i =

Fm
i

[m]qi !
(i ∈ I) である．

詳細は省くが，Uq(g)は余積と対合射，余単位射を備えており，Hopf代数になる．
U+
q (g) (resp. U−

q (g)) を {Ei | i ∈ I} (resp. {Fi | i ∈ I}) で生成された Uq(g)の部分代数とする．
また，U0

q (g)を {qh | h ∈ D−1P ∗}で生成された Uq(g)の部分代数とする．このとき，三角分解

Uq(g) ∼= U+
q (g)⊗ U0

q (g)⊗ U−
q (g)

が成り立つ．
Uq(g)-加群 M は次の条件を満たすとき，可積分という:

1. M はウェイト空間分解

M =
⊕
λ∈P

Mλ, Mλ = {u ∈M | ∀h ∈ D−1P ∗, qhu = q⟨h,λ⟩}

をもつ．
2. 任意の u ∈ M および i ∈ I に対してある N ≥ 1 が存在し，任意の m ≥ N に対して
E

(m)
i u = F

(m)
i u = 0が成り立つ．



任意の i ∈ I および 可積分 Uq(g)-加群 M に対し，Q(qs)-線形同型写像 Ti :M →M がある．(Ti

については [11, Chapter 5]を参照のこと．なお，[11, Chapter 5]では，T ′′
i,1 という記号が使われて

いる．)

また，各 i ∈ I に対し，自己同型 Ti : Uq(g) → Uq(g) であって，任意の可積分 Uq(g)-加群 M，
x ∈ Uq(g)および u ∈M に対し，

Ti(xu) = Ti(x)Ti(u)

を満たすものがある．(Ti については [11, Chapter 5] を参照のこと．なお，[11, Chapter 5] では，
T ′′
i,1 という記号が使われている．)

Defintion 2.1. M を可積分 Uq(g)-加群，i ∈ I とする．ウェイト λのベクトル u ∈M が，Eiu = 0

または Fi = 0を満たすとき，uを i-extremal という．このとき，Siuを

Siu =

{
F

(⟨α∨
i ,xλ⟩)

i u (〈α∨
i , xλ〉 ≥ 0)

E
(−⟨α∨

i ,xλ⟩)
i u (〈α∨

i , xλ〉 ≤ 0)

によって定義する．

Defintion 2.2. M を可積分 Uq(g)-加群とする．ウェイトベクトル u ∈ M は，任意の p ≥ 0およ
び i, i1, . . . , ip に対して Si1 · · ·Sipuが i-extremal であるとき，extremal ベクトルという．

u ∈M が extremal のとき，x = si1 . . . sip ∈W に対して

Sxu = Si1 · · ·Sipu

によって Sxuを定義する．これは xの表示によらない．
λ ∈ P とする．uλ によって生成され，‘uλ がウェイト λの extremal ベクトルである’という関係
式で定義される Uq(g)-加群を V (λ)とかき，extremal ウェイト加群という．(正確な定義について
は，[7]を参照のこと．なお，[7]では V max(λ)という記号が使われている ．)

λ ∈ P および x ∈W に対し，次の同型がある:

V (λ)
∼−→ V (xλ), uλ 7→ Sx−1uxλ (1)

λ ∈ P および x ∈W に対し，U−
q (g)-加群 V −

x (λ)を

V −
x (λ) = U−

q (g)Sxuλ ⊂ V (λ)

によって定める．これをDemazure 部分加群という．
i ∈ I0 に対し，$i = Λi − a∨i Λ0 ∈ P と定め，

P0,+ =

{∑
i∈I0

mi$i | ∀i ∈ I0, mi ≥ 0

}

とおく．任意のレベル 0のウェイトはWeyl群の作用によって P0,+ +Zδの元に移すことができるた
め，(1)により λ ∈ P0,+ に対する V (λ)を調べればよいことになる．
x ∈ W とするとき，Sxuϖi ∈ V ($i)のことを uxϖi とかくことにする．この書き方は一見すると

xの取り方に依存するように見えるが，実は依存しないことが知られている [9, Section 5]．



λ =
∑

i∈I0
mi$i ∈ P0,+ に対し，

Ṽ (λ) =
⊗
i∈I0

V ($i)
⊗mi

とおく．このとき，Uq(g)-加群の準同型 Φλ : V (λ) → Ṽ (λ)が、uλ 7→
⊗

i∈I0
u⊗mi
ϖi

によって定まる．
次の定理は柏原 [9]によって予想され，Beck-中島 [1]によって解決された:

Theorem 2.3 ([1, Corollary 4.15]). λ ∈ P0,+ に対し，Φλ : V (λ) → Ṽ (λ)は単射である．

3 主結果
前節の設定を踏襲する．

3.1 埋め込み Ψε : Uq(ŝln) → Uq(ŝln+1)

以降，A = (aij)i,j∈I が A
(1)
ℓ 型 (` ∈ Z>0) のとき (すなわち，g = ŝlℓ+1 のとき) を考える．また，

整数 n ≥ 2を固定する．
ε ∈ {±1}に対して埋め込み Ψε : Uq(ŝln) ↪→ Uq(ŝln+1)を与える．混乱を防ぐため，以下のように

ŝln+1 に関連する対象に対しては ‘˘’を付けた記法を用いる:

Ĕi, F̆i (i = 0, . . . , n)を Uq(ŝln+1)の Chevalley 生成元とする．ŝln+1 の Cartan 部分代数を h̆で
表し，その双対を h̆∗ で表す．単純ルート，単純コルートはそれぞれ ᾰi, ᾰ

∨
i (i = 0, . . . , n) で表す．

次数作用素は d̆で表し，δ̆ =∑n
i=0 ᾰi を虚ルートの生成元とする．

P̆ , P̆ ∗をそれぞれ ŝln+1のウェイト格子，コウェイト格子とする．基本ウェイトは Λ̆i (i = 0, . . . , n)

とかき，$̆i = Λ̆i − Λ̆0 (i = 1, . . . , n) と定める．P̆0,+ = {
∑n

i=1mi$̆i | mi ≥ 0} とおき，
Q̆∨

0 =
⊕n

i=1 Zᾰ∨
i と定める．

ŝln のほうについては，‘˘’は付けないこととする．
Q-線形写像 h → h̆を

j(α∨
0 ) = sn(ᾰ

∨
0 ) = ᾰ∨

0 + ᾰ∨
n , j(α∨

i ) = ᾰ∨
i (i = 1, . . . , n− 1), j(d) = d̆

によって定める．

Theorem 3.1 ([12, Proposition 4.2]). ε ∈ {±1}に対し，Q(q)代数の単射準同型 Ψε : Uq(ŝln) →
Uq(ŝln+1)であって，

Ψε(E0) = T ε
n(Ĕ0), Ψε(F0) = T ε

n(F̆0),

Ψε(Ei) = Ĕi, Ψε(Fi) = F̆i (i = 1, . . . , n− 1), Ψε(q
h) = qj(h) (h ∈ P ∗)

となるものが存在する．



3.2 V (ϖ̆i)の分岐則
環準同型 f : A → B および B-加群 M に対し，A-加群 f∗M を，集合 M に A の作用を

x · u = f(x) · uで与えることによって定める．以下，本稿では λ ∈ P̆0,+ に対して Ψ∗
εV (λ)の構造に

ついて述べる．そのために，まず最も基本となる λ = $̆i (i = 1, . . . , n)のときを考える．
i = 1, . . . , nに対し，Uq(ŝln)-加群 Ni,1, Ni,2 を

Ni,1 =

{ ⊕
k∈Z V (kδ) (i = 1)

V ($i−1) (2 ≤ i ≤ n)
, Ni,2 =

{
V ($i) (1 ≤ i ≤ n− 1)⊕

k∈Z V (kδ) (i = n)
.

によって定める．
1 ≤ i ≤ nに対し，Uq(ŝln)-加群の準同型 ψi

1,ε : Ni,1 → Ψ∗
εV ($̆i)を以下のように定める:

• i = 1 に対しては， Uq(ŝln)-加群の準同型 ψ1
1,ε : N1,1 → Ψ∗

εV ($̆1) は ukδ 7→ u−ϖ̆n+kδ̆ に
よって定義される．

• 2 ≤ i ≤ nに対しては，Uq(ŝln)-加群の準同型 ψi
1,ε : Ni,1 → Ψ∗

εV ($̆i) は uϖi−1 7→ uϖ̆i−1−ϖ̆n

によって定義される．

また，1 ≤ i ≤ nに対し，Uq(ŝln)-加群の準同型 ψi
2,ε : Ni,2 → Ψ∗

εV ($̆i)を次のように定める:

• 1 ≤ i ≤ n − 1に対しては，Uq(ŝln)-加群の準同型 ψi
2,ε : Ni,2 → Ψ∗

εV ($̆i)は uϖi 7→ uϖ̆i に
よって定義される．

• i = nに対しては，Uq(ŝln)-加群の準同型 ψn
2,ε : Nn,2 → Ψ∗

εV ($̆i) は ukδ 7→ uϖ̆n+kδ̆ によっ
て定義される．

このとき，以下が成立する:

Proposition 3.2 ([12, Proposition 4.11]). 1 ≤ i ≤ nに対し，ψi
1,ε⊕ψi

2,ε : Ni,1⊕Ni,2 → Ψ∗
εV ($̆i)

は Uq(ŝln)-加群の同型写像である．

Proposition 3.2 は，A(1)
ℓ (` ∈ Z>0)型の場合はレベル・ゼロ基本表現 [9, Section 5] が対応する

単純リー代数に付随する量子展開環の表現としては既約となること [10, Lemma 4.3] と，Uq(sln+1)

の可積分最高ウェイト加群の Uq(sln)への制限の分岐則から証明できる．
1 ≤ i ≤ nに対し，Li

1,ε = ψi
1,ε(Ni,1), L

i
2,ε = ψi

2,ε(Ni,2)とおく．

3.3 直和分解 Ψ∗
εV (λ) =

⊕m
p=0 Mp,ε

λ =
∑n

i=1mi$̆i ∈ P̆0,+を固定し，m = m1+· · ·+mnとおく．また，χλ : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n}
を

m1 + · · ·+mχλ(j)−1 + 1 ≤ j ≤ m1 + · · ·+mχλ(j)

が任意の j ∈ {1, . . . ,m}に対して成り立つように定義する．
I = {1, 2}m とおき，i = (i1, . . . , im) ∈ I に対して Ψ∗

ε (
⊗n

i=1 V ($̆i)
⊗mi) の Uq(sln)-部分加群



Li,ε を

Li,ε =

m⊗
j=1

L
χλ(j)
ij ,ε

によって定める．さらに，0 ≤ p ≤ m に対して Ip = {(i1, . . . , im) ∈ I | #{j | ij = 1} = p} とお
き，Ψ∗

ε (
⊗n

i=1 V ($̆i)
⊗mi)の Uq(sln)-部分加群 Lp,ε を

Lp,ε =
⊕
i∈Ip

Li,ε

によって定める．
h̃ =

∑n
i=1 iᾰ

∨
i ∈ P̆ ∗ に対し，qh̃ ∈ Uq(ŝln+1)は Ψε(Uq(ŝln))の任意の元と可換となる．よって，

任意の Uq(ŝln+1)-加群M に対し，qh̃ の固有空間は全て Ψ∗
εM の Uq(ŝln)-部分加群となる．

Lemma 3.3 ([12, Lemma 4.14]). 1 ≤ i ≤ nに対し，Ψ∗
εV ($̆i)の Uq(ŝln)-部分加群として次が成

り立つ:

Li
1,ε = {u ∈ Ψ∗

εV ($̆i) | qh̃u = qi−(n+1)u}, Li
2,ε = {u ∈ Ψ∗

εV ($̆i) | qh̃u = qiu}.

これにより，Lp,ε が qh̃ の固有値 q⟨h̃,λ⟩−p(n+1) の固有空間であることがわかり，Uq(ŝln)-加群とし
ての直和分解

Ψ∗
ε

(
n⊗

i=1

V ($̆i)
⊗mi

)
=

m⊕
p=0

Lp,ε

を得る．0 ≤ p ≤ mに対して Ψ∗
εV (λ)の Uq(ŝln)-部分加群Mp,ε を

Mp,ε = {u ∈ Ψ∗
εV (λ) | qh̃u = q⟨h̃,λ⟩−p(n+1)u}

によって定める．

Proposition 3.4 ([12, Proposition 4.18]). 次が成り立つ:

1. Φλ(Mp,ε) ⊂ Lp,ε が成り立つ．
2. 直和分解

Ψ∗
εV (λ) =

m⊕
p=0

Mp,ε

が成り立つ．

Q(q)[t±1
1 , . . . , t±1

m ] を Laurent 多項式環とする．Q(q)[t±1
1 , . . . , t±1

m ] に次のように Uq(ŝln)-加群の
構造を入れる:

• Ei, Fi は自明に作用する．
• 単項式 tk1

1 · · · tkm
m (k1, . . . , km ∈ Z)はウェイト (k1 + · · ·+ km)δ をもつ．

対称群Sm がQ(q)[t±1
1 , . . . , t±1

m ]に変数 t1, . . . , tm の入れ替えによって作用する．この作用で不変
な元全体のなす集合を Q(q)[t±1

1 , . . . , t±1
m ]Sm で表す．



M0,ε およびMm,ε については，次のように Uq(ŝln)の extremal ウェイト加群と対称 Laurent 多
項式環のテンソル積になる:

Theorem 3.5 ([12, Theorem 4.27 + Theorem 4.28]). Uq(ŝln)-加群の同型

M0,ε
∼= V

(
n−1∑
i=1

mi$i

)
⊗ (Q(q)[t±1

1 , . . . , t±1
mn

]Smn ),

Mm,ε
∼= (Q(q)[t±1

1 , . . . , t±1
m1

]Sm1 )⊗ V

(
n−1∑
i=1

mi+1$i

)

がある．

Ip 上に辞書式順序 <を次のように定める:

Defintion 3.6. i = (i1, . . . , im), j = (j1, . . . , jm) ∈ Ip に対し，ある 1 ≤ k ≤ mがあって次を満た
すとする:

• 任意 l < k に対して il = jl である．
• ik < jk である．

このとき，i < jと定める．

<は Ip 上の全順序を定めることに注意する．
i ∈ Ip に対し，Lp,ε の Uq(sln)-部分加群 L≤i,ε, L≥i,ε を

L≤i,ε =
⊕

j∈Ip,j≤j

Lj,ε, L≥i,ε =
⊕

j∈Ip,j≥i

Lj,ε

と定める．

Proposition 3.7 ([12, Proposition 4.20]). 次が成り立つ:

1. ε = 1のとき，L≥i,ε は Lp,ε の Uq(ŝln)-部分加群である．
2. ε = −1のとき，L≤i,ε は Lp,ε の Uq(ŝln)-部分加群である．

i, j ∈ Ip とする．i < jであり，i < k < jとなる k ∈ Ip が存在しないとき，j = i+, i = j− とかくこ
とにする．
i ∈ Ip および ε ∈ {±1}のとき，Uq(ŝln)-加群 Li,ε を次のように定める:

Li,1 =

{
L≥i,1 (i is maximum)
L≥i,1/L≥i+,1 (otherwise)

, Li,−1 =

{
L≤i,−1 (i is minimum)
L≤i,−1/L≤i−,−1 (otherwise)

.

このとき，自然な Uq(sln)-線形写像

Ξi,1 :

m⊗
j=1

Nχλ(j),ij
∼−→ Li,1 ↪→ L≥i,1 → Li,1



および
Ξi,−1 :

m⊗
j=1

Nχλ(j),ij
∼−→ Li,−1 ↪→ L≤i,−1 → Li,−1

がある．

Proposition 3.8 ([12, Proposition 4.21]). 任意の i = (i1, . . . , im) ∈ Ip に対し，

Ξi,ε :

m⊗
j=1

Nχλ(j),ij → Li,ε

は Uq(ŝln)-加群の同型写像である．

3.4 V (mϖ̆i)の分岐則
筆者は，λ = m$̆i (m ∈ Z>0, 1 ≤ i ≤ n)の場合おいてレベル・ゼロ extremal ウェイト加群の分

岐則を与えた．

Theorem 3.9 ([12, Corollary 5.4+Corollary 5.9+Corollary 5.12]). m ∈ Z>0, 1 ≤ i ≤ nのとき，
次が成り立つ:

Ψ∗
εV (m$̆i) ∼=


⊕m

p=0 Q(q)[t±1
1 , . . . , t±1

p ]Sp ⊗ V ((m− p)$1) (i = 1)⊕m
p=0 V (p$i−1 + (m− p)$i) (2 ≤ i ≤ n− 1)⊕m
p=0 V (p$n−1)⊗Q(q)[t±1

1 , . . . , t±1
m−p]

Sm−p (i = n)

.

まず，2 ≤ i ≤ n− 1かつ ε = 1の場合において証明の概略を述べる．

Mp,1
∼= V (p$i−1 + (m − p)$i)を示せばよい．i = (

p︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

m−p︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2) ∈ Ip に対し，次のような

Uq(ŝln)-加群の準同型があることに注意する:

τ ip,1 :Mp,1

Φmϖ̆i
|Mp,1−−−−−−−→ Lp,1 = L≥i,1 → Li,1

Ξ−1
i,1−−→ V ($i−1)

⊗p ⊗ V ($i)
⊗m−p.

ξ = kᾰ∨
i ∈ Q̆∨

0 , ζ = kα∨
i−1+kα

∨
i ∈ Q∨

0 とおく．このとき，τ ip,1(Mp,1∩V −
tξ
(m$̆i))は V ($i−1)

⊗p⊗
V ($i)

⊗m−p の U−
q (ŝln)-部分加群 U−

q (ŝln)((uϖi−1−kδ)
⊗p ⊗ (uϖi−kδ)

⊗m−p) を含むことがわかる．
[14]の結果を使うと，Mp,1 ∩ V −

tξ
(m$̆i)および U−

q (ŝln)((uϖi−1−kδ)
⊗p ⊗ (uϖi−kδ)

⊗m−p)の次数付
き指標が計算でき，これらは一致することがわかる．したがって τ ip,1 は U−

q (ŝln)-加群の同型

Mp,1 ∩ V −
tξ
(m$̆i) ∼= U−

q (ŝln)((uϖi−1−kδ)
⊗p ⊗ (uϖi−kδ)

⊗m−p)

= Φpϖi−1+(m−p)ϖi
(V −

tζ
(p$i−1 + (m− p)$i))

を誘導する．ここで

V (m$̆i) =
⋃
k∈Z

V −
tkᾰ∨

i

(m$̆i), V (p$i−1 + (m− p)$i) =
⋃
k∈Z

V −
tk(α∨

i−1
+α∨

i
)
(p$i−1 + (m− p)$i)

が成り立つので，τ ip,1 は同型

Mp,1
∼= Φpϖi−1+(m−p)ϖi

(V (p$i−1 + (m− p)$i)) ∼= V (p$i−1 + (m− p)$i)



を誘導することがわかる．
2 ≤ i ≤ n− 1かつ ε = −1のときの証明も全く同様である．i = 1や i = nに対する主張の証明も

筋道は同じであるが，右辺の対称 Laurent多項式に対応する元をつくるため，量子アフィン展開環の
下三角部分代数における ‘Schur多項式に対応するベクトル’ [1, Section 3]を用いる．
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